ECUACION DIFERENCIAL DE CLAIRAUT.

La estructura de la ecuacion es de la forma

y=xgtf (@)

Esta ecuacidon llamada asi en honor al matematico frances Alexis Clairaut
qguien fue el primero en estudiarla se resuelve mediante una sustitucion

: d ., .
simple d—z=p donde p es una funciéon a encontrar para sustituir en la

ecuacion original y resolverla.
Lo interesante de esta ecuacidon diferencial es que tiene una familia de
soluciones (solucidon general) y una solucion singular (solucién que no
pertenece a la familia de soluciones).

Solucionemos la ecuacion de CLAIRAUT. Al realizar la sustitucion del cambio

de variable Z—z = p la ecuacion de CLAIRAUT, se expresa como

y=xp+ f(p)
Derivan la ecuacién con respecto a x,
dy dp dfdp
a_p+xdx+dpdx
De donde
dp dfdp
P _p+xdx+dpdx

Eliminando p

dp dfdp
=X—"
dx dpdx

factorizando
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df)d_p

0= —
(x+dp dx

Con lo que se tiene

d d
L 0 o x+ —f =0
dx dp
Ahora, si Z—Z =0 entonces p = C donde C es una contante y

la solucién de la ecuacion es
y=Cx+ f(C)

d : .
Pero si, x + é = 0 , se obtiene una solucion singular, ya que f es

una funcion de x.

Veamos un ejemplo. Resolver la ecuacion diferencial de CLAIRAUT.

2
_ L ay dy) dy _
y_xdx+(dx donde dx_p

Al reemplazar se obtiene

dy dp dp
ax Pt terg
dp dp

= — 4+ 2p—
p p+dx+ pdx
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0=(1+20)%2
- pdx

. d
Ahora, si d—z =0 entonces p = C donde C es una contante y

la solucidn de la ecuacidn es

y =Cx + C?
Ahora,si 1+2p =0 entonces como Z—z = p setiene que
dy
1+2—=0
dx
donde
dy -1
dx 2
Integrando
jd 14
-1
.2

Derivando con respecto a x, se tiene que
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dy -1 l 1
I~ 5 X conloque p=—-x

Reemplazamos p en
y =xp +p*
Para obtener la solucion
(—x) n (—X)Z —xz n x2 —Xz
= X\|— E— = —_—— _ —
Y 2 2 2 4 4
Segundo ejemplo. Resolver la ecuacion diferencial de CLAIRAUT.

dy dy\® dy
2 — | — = = —
o2 +2(2) y () x=0,comp =2

Realizando el cambio de variable, se tiene.
8x% + 2p%y —p3x =0
Despejando y,
2p%y = p3x — 8x?

2 8%
y=px—8—
pZ

Derivando con respecto a x

dy dp x x?

x“dp
2— = ——165+16—
dx p+xdx p? * p3 dx

Reemplazando p = dy/dx
X2

2 + ap 16 >+16— *—dp
P=PT20x p? p3 dx

Eliminando p
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dp x% dp
= ——16— 16——
P= xdx p + 3dx

Multiplicando por p3

dp dp
* = p3x——16px + 16x2 —
p pxdx px + 16x Tx

W 16px—16x22P g
p* —px——+16px — 1627 — =

Agrupando términos
dp , dp
*+16 —( — +16 —)=0
(p* + 16px) prx + 16x -

Factorizando

d
p(p3 + 16x) — (p3 + 16x)x£ _0

(p3+16x)09—x§3)=()

dx
De donde
dp
34 16x) = 0 <— _)zo
(p° + 16x) o |\p—x_-
Si
dp
—x—=0
p xdx

Se tiene que
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— % e donde P =% coni —C
p = x—— de donde =% conlo quep = Cx

Reemplazando en

8x2% + 2p?y —p3x =0

Se llega a
8x2 + 2(Cx)*y — (Cx)3x =0
8x% 4+ 2C%*x%y — C3x* =0
Ahora si se cumple que
p3+16x =0
p3 = —16x de donde p = V/—16x
Reemplazando en
8x2 + 2(¥=16x) y — (¥=16x) x = 0
8x2 + 23/162x2y — (=16x)x = 0
8x2 + 23/162x2y + 16x2 = 0
23/162x2y + 24x2% =
V162x2y + 12x2 = 0
V162x2y = —12x2
_12x* 3
- 4§/Zx§ ) wx
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ACTIVIDAD. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de
CLAIRAUT

y =xy/ +1-Ln(y/)

xy/ =y+ ey/

y=xy/ + /1 + (y/)?

y = xy/ — Tan(y’)

y =xy/ — (y/)3
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